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ВЫЧИСЛЕНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ  
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА МУРНАГАНА В УСЛОВИЯХ  
ТЕЧЕНИЯ ПРИ ИЗВЕСТНЫХ СКОРОСТЯХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
 
Аннотация. Для обобщенного упругопластического материала Мурнагана рассмотрена задача определения 
скоростей левой меры упругих искажений и параметра роста упругой деформационной анизотропии при известных 
скоростях перемещений. Сформулированы определяющие уравнения в конечном виде для удельной потенциальной 
энергии упругой деформации и тензора напряжений Коши. Представлены дифференциальные определяющие урав-
нения при течении для потенциала напряжений, напряжений и параметров анизотропии. Рассмотрены три возмож-
ных случая, когда точка девиаторного сечения поверхности текучести будет регулярная или сингулярная. Получена 
система уравнений для определения скоростей правой меры упругих искажений и параметра роста упругой анизо-
тропии. Ортогональным преобразованием с использованием собственно ортогонального тензора поворота, сопро-
вождающего упругую деформацию, система сведена к системе уравнений для определения искомых неизвестных. 
При помощи средств символьных вычислений системы MathCAD 8 найдены необходимые аналитические представ-
ления величин для разрабатываемого комплекса программ на языке Фортран. Изложена процедура минимизации пара-
метра роста упругой деформационной анизотропии. Получена программная реализация решения указанной задачи, 
которая является необходимым элементом системы численного моделирования для  рассматриваемого  материала.  
Ключевые слова: упругопластический  материал Мурнагана, определяющие уравнения, упругопластический 
процесс, условия течения, численное моделирование, комплекс программ  
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CALCULATION OF CHANGES IN STATE OF MURNAGHAN'S  
ELASTIC-PLASTIC MATERIAL UNDER CONDITIONS  
OF FLOW WITH KNOWN MOVEMENT SPEEDS1 
 
Abstract. For the generalized elastic-plastic material of Murnaghan, the problem of determining the velocities of the 
left measure of elastic distortions and the growth parameter of elastic deformation anisotropy at known displacement                 
velocities is considered. The defining equations are formulated in a finite form for the specific potential energy of elastic 
deformation and the Cauchy stress tensor. Differential defining equations are presented for the stresses potential, stresses and 
anisotropy parameters. Three possible cases when the point of the deviator section of the yield surface will be regular or 
singular are considered. A system of equations for determining the velocities of the right-hand measure of elastic distortions 
and the growth parameter for elastic anisotropy is obtained. Using an orthogonal transformation with proper orthogonal              
rotation tensor that accompanies an elastic deformation, the system is reduced to a system of equations for determining           
unknown parameters. With the help of the symbolic calculation tools of the MathCAD 8 system, the necessary analytical 
representations of the values for the developed program complex in the FORTRAN language are found. The procedure for 
minimizing the growth parameter of elastic deformation anisotropy is described. A software  implementation of the solution 
of this problem is obtained, which is an essential element of the numerical simulation system for the material under                     
consideration. 
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Введение. Модель упругого материала Мурнагана [1, 2] обобщается на упругопластиче-
ский материал [3].  Предполагается, что для неидеального материала активный процесс проис-
ходит попеременным чередованием пластических и упругих состояний. Деформационный гра-
диент заменяется неособенным тензором, и записываются определяющие уравнения 
в конечном виде. В дополнение к постулату Грина о существовании потенциала напряжений 
предполагается существование потенциала скорости напряжений, для которой однозначно 
находится объективная производная по времени. Эта производная получается модификацией 
производной Грина – Нахди [4], где спин тензора поворота, сопровождающего общую дефор-
мацию, заменяется спином тензора поворота, сопровождающего упругую деформацию. Опре-
деляется девиаторное сечение поверхности текучести в пространстве напряжений, и формули-
руются дифференциальные определяющие уравнения. Описывается отсутствующее в сущест-
вующих теориях упругопластичности явление роста упругой деформационной анизотропии 
в пластическом состоянии (при течении), приводящей к возможному возникновению макро-
трещины. 
Определяющие уравнения для неидеального материала в силу ослабления жесткого усло-
вия несжимаемости, вероятно, опишут проблемные течения при обработке металлов давлени-
ем, в которых, по словам  А. Э. Треска, «материал течет подобно жидкости» [5–7].  
Решается ряд известных проблем в области геометрически нелинейной упругопластично-
сти [8]: определяется поверхность текучести, которая образуется своими девиаторными сечениями 
с учетом экспериментальных данных, однозначно находится объективная производная по времени, 
понятие пластической деформации не используется, нестандартно определяется момент разруше-
ния в пластическом состоянии. Однако возникает новая проблема – решение краевой задачи для 
неидеального материала. В любом случае необходимым элементом системы численного моделиро-
вания будет решение на основе программной реализации рассматриваемой ниже задачи. 
Разработка обобщенного материала Мурнагана выполнялась при последовательном 
усложнении вида упругой деформационной анизотропии: трансверсальная, ортотропная [9], 
моноклинная [10] и затем триклинная [3, 11–13]. При этом уточнялось дифференциальное 
определяющее уравнение для параметров анизотропии. Расчеты рассмотренных в данных рабо-
тах примеров проводились с использованием экспериментальных комплексов программ для 
перечисленных видов анизотропии, разработанных по принципу от частного к общему. Число 
задействованных параметров анизотропии, частью которых пренебрегалось, для первых двух 
видов и третьего составляло соответственно 22 и 32 параметра. Для триклинной анизотропии 
полностью введены в рассмотрение все 77 параметров и установлено, что возможных ненуле-
вых параметров для трансверсальной и ортотропной анизотропии будет 29,  а для моноклин-  
ной – 45 [13]. Для одноосных нагружений изотропного материала найдены 12 нетривиальных 
ограничений на параметры в виде однородных линейных уравнений. Разработка программных 
модулей осуществляется по принципу от общего к частному. Поэтому требуется провести про-
верку и оптимизацию вычислительных процедур. Например, величина относительной части 
рассеиваемой удельной мощности деформации составила 0,65 % при растяжении и 1,68 % при 
сжатии, а величина параметра роста упругой анизотропии уменьшилась на почти три поряд-
ка [12]. Аналитическая проверка состоит в получении с помощью средств символьных вычис-
лений точных соотношений для их программирования. Для численной проверки используется 
вычисление меры упругих искажений обращением закона Мурнагана.  
Определяющие уравнения и постановка задачи. Подход Мурнагана заключается 
в представлении удельной потенциальной энергии упругой деформации (потенциала напряже-
ний, имеющего смысл запасенной энергии) полиномом по степеням компонент тензора Коши – 
Грина 
12 ( )C G E   [1, 2]. Удобно записать ее в следующем виде: 
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Для тензора 0T можно использовать уравнение (6) или (7). Соотношения  (1)–(8) являются 
определяющими уравнениями в конечном виде. 
Запишем определяющие уравнения при течении для потенциала напряжений э,  тензора 
напряжений Коши T и параметров анизотропии j в дифференциальном виде для трех воз-
  (8) 
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можных случаев, когда точка девиаторного сечения поверхности текучести будет регулярная 
или сингулярная [3]. Оператор ( )Q D  вводится как dev dev dev dev

    
Ω
T T Ω T T Ω  –                    
О-производная Tdev , вычисленная по соотношению TF v Fe e   при условии несжимаемости. 
Случай 1. Пусть точка регулярная и выполняется условие ( 0) ( 0)T D N D     . Тогда 
справедливы следующие соотношения:  
 
1
3
1
( э) (1 ) , ( ),
( 0, min, 0, ( 1) ( 0)), 0 ( 0) ,
i
j j j j j j j j j
L K
k k k


     
              
Ω
T D T Q Q NN
N T T T T
              (9) 
 
где T T Tj j j  ,K – достаточно малое положительное число (в вычислительных экспери-
ментах выбиралось 0,000 001K  ), скаляр i  ( 1,2i  ) является относительной частью рассеи-
ваемой удельной мощности деформации на одной из двух частей девиаторного сечения, девиа-
тор N – единичный вектор внешней нормали к поверхности девиаторного сечения (при 
векторной интерпретации девиатора симметричного тензора), скаляр  характеризует скорость 
роста деформационной упругой анизотропии. Третье уравнение в (9) сохраняется в остальных 
случаях. 
Случай 2. Пусть точка регулярная и выполняется условие ( 0) ( 0)T D N D     . Это 
особый случай, так как удельная мощность деформации становится неположительной. Тогда 
имеют место соотношения  
 
1
3( э)L
  T D ,  0( )( ),
Ω
T Q Q NNK K                     (10) 
 
где 0 0 ( )DK K . Для определения 0K  в уравнениях (9) необходимо заменить 1 i  на 1, K  
на 0K ,   на 0 и из системы уравнений (1)–(7), (9) найти 0K . Материал становится недиссипа-
тивным (10) и теряется потенциальность в скоростях напряжений. 
Случай 3. Пусть точка сингулярная и выполняется условие 
1 2( 0) ( 0)N D N D     .     
Тогда в третьем уравнении (9) величина N  выбирается из двух векторов внешних нормалей 
к регулярным участкам поверхности сечения и для нее находится соответствующее i в первом 
уравнении [3]. Второе уравнение запишется как 
 
  0
Ω
T  .                                                                    (11) 
 
Удобно дальше обозначить правые части первых и вторых дифференциальных уравнений 
во всех трех случаях  символами  E  и P : 
 
    
0(1 ) , ( ); , ( )( );
(1 ) , 0.
D T P Q Q NN D T P Q Q NN
D T P
i
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E
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   
        (12) 
 
Постановка задачи. Предполагается, что известно напряженно-деформированное состо-
яние материала и скорости перемещений v  (следовательно, известны тензоры скорости де-
формацийD , вихряW и упругого спина   [3]). Требуется определить численно изменения со-
стояния материала, а именно скорости правой 
Ω
V   или левой U  мер упругих искажений и 
скорость роста упругой анизотропии .  
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Головная программа комплекса и основные подпрограммы. Рассмотрим процедуру 
формирования и решения системы уравнений. Вычисляя из (5)–(8) тензор  
Ω
T ,  из   (1)–(4)  ска-
ляр э   и  умножая  первое  уравнение на 1 32 L

, а второе  на  3L , c учетом (9)–(12) получаем 
систему уравнений относительно неизвестных 
Ω
V и  : 
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При выводе уравнения (14) используется теорема Гамильтона – Кэли и соотношения 
1 1 1 1 10 0
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F F
 [1].  
В пространстве напряжений, полученном ортогональным преобразованием тензора 
напряжений Коши 
T
t O T O    (O – собственно ортогональный тензор упругого поворота), си-
стема уравнений (13), (14) запишется в более удобном виде относительно неизвестных U  и  : 
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23 23 3
1 1
э 2(( ) ( ) ( ) )
.j j j j
j j
L L L L L L L L L L
э э L E
  
 
               
     
G U E U U U
    (16) 
 
Инвариантные тензоры в (15), (16) связаны с индифферентными тензорами в (12)–(14) тем же 
ортогональным преобразованием: 
T
U O V O   , TG O F O   , 
Tq O Q O   , Tn O N O   , 
T
t O T Oj j   , 
T
d O D O   , 
Tp O P O   . Имеют место также соотношения ,  
Ω
T
U O V O
Ω
T
t O T Oj j    и 
Ω
T
t O T O   . Из первого соотношения можно найти тензор
Ω
V . 
Система уравнений для определения величины 0K  в (10) имеет, соответственно, вид 
  
77
1 1
3 0 1 2 1 2 3
1
1
3 0
1 1 1
3 3 0 1 3 2 0 2 3 2 3 0 1 3 1 2 2
77
23 3
1
2 ( ) (2 )
2 ( ) 0,
2(( ) ( ) ( ) )
.
j j
j
j j
j
L L
L K
L L э L L L L L L L L
э L
 


  

           
   
                 
   


t E U G U U U U U t
q q nn
G U E U U U
d t
        (17) 
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Система уравнений (15), (16) сводится к системе семи линейных скалярных уравнений  
относительно неизвестных скалярных величин  ( 1,6)iU i   и .  Матрицу системы обозначим 
через 
1,7
1,7
( )ik i
k
M M


 . 
Запишем  покомпонентные представления тензоров:  
 
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 2 2 1 5 1 3 3 1 6 2 3 3 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 2 2 1 5 1 3 3 1 6 2 3 3 2
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),
U c c c c c c c c c c c c c c c c c c
U c c c c c c c c c c c c c c c c c c
U U U U U U
U U U U U U
        
        
 
2
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 2 2 1 5 1 3 3 1 6 2 3 3 2( ) ( ) ( ),G U c c c c c c c c c c c c c c c c c cG G G G G G           
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 4 5 2 2 4 6 3 3 5 6
4 4 1 2 5 6 5 5 1 3 4 6 6 6 2 3 4 5
, , ,
( ) , ( ) , ( ) .
G U U U G U U U G U U U
G U U U U U G U U U U U G U U U U U
        
        
 
 
Отсюда получим 
 
                              
1 11 4 5
2 22 4 6
3 33 5 6
4 44 4 1 2 6 5
5 5 6 1 3 4 55
6 6 5 4 2 3 66
2 0 0 2 2 0
0 2 0 2 0 2
0 0 2 0 2 2
.
0
0
0
G UU U U
G UU U U
G UU U U
G UU U U U U U
U U U U U U UG
U U U U U U UG
    
    
    
    
     
    
    
             
    (18)
  
Вычисляя тензоры из соотношений (8), входящие в выражения для  :j j  
T
t O T O  
 
1
2
3
4
5
6
( 1,3),U c c U
n
n
n
n n
n
n
n
B
B
B
n
B
B
B
 
 
 
 
    
 
 
  
 
14 15 16
24 25 26
34 35 36
1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2
44 45 46
54 55 56
64 65 66
( ) , ( ) , ( ) ,U c c c c U U c c c c U U c c c c U
B B B
B B B
B B B
B B B
B B B
B B B
     
     
     
     
                
     
     
          
     
 
 
находим матрицу 
 
2 2 2
1 4 5 1 4 1 5 4 5
2 2 2
4 2 6 2 4 4 6 2 6
2 2 2
5 6 3 5 6 3 5 3 6
1,6 2
1,6 1 4 2 4 5 6 4 1 2 4 5 1 6 2 5 4 6
2
1 5 4 6 3 5 4 5 1 6 5 1 3 3 4 5 6
2
4 5 2 6 3 6 2 5 4 6 3 4 5 6 6
2 2 2
2 2 2
2 2 2
( )ik i
k
U U U UU UU U U
U U U U U U U U U
U U U U U U U U U
B B
UU U U U U U UU U U UU U U U U
UU U U U U U U UU U UU U U U U
U U U U U U U U U U U U U U U


 
  
  
   2 3
.
U U
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (19)   
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Матрица B вычисляется подпрограммой E66. Наиболее громоздким  в (15) является вы-
числение тензора 
77
1
3
1
(2 )tj j
j
L

 , который представляется в виде двух сумм: 
         
77 6 6
1 T T
3 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 1 1
(2 ) ( , , , , , ) ( , , , , , ) .j j i i i i i i i i i i i i i i
j i i
L A B B B B B B A B B B B B B
  
    t       (20) 
                                                                                                                            
Обозначим 1, 1,3nn nG G n   . Шесть коэффициентов iA  в (20) находятся из соотно-
шений (8): 
               
1 1
1 1 11 8 22 10 33 4 4 12 5 16 6
1 1
2 8 11 2 22 9 33 5 4 13 5 17 6
1 1
3 10 11 9 22 3 33 6 4 14 5 18 6
1 1
4 4 11 5 22 6 33 7 4 19
2 (2 (2 ) ...),
2 (2 ( 2 ) ...),
2 (2 ( 2 ) ...),
2 (4 ( 2
A G G G G G G
A G G G G G G
A G G G G G G
A G G G G G
 
 
 
 
            
            
            
          5 20 6
1 1
5 12 11 13 22 14 33 19 4 11 5 21 6
1 1
6 16 11 17 22 18 33 20 4 21 5 15 6
) ...),
2 (4 ( 2 ) ...),
2 (4 ( 2 ) ...).
G
A G G G G G G
A G G G G G G
 
 
  
            
            
                    (21) 
В (21) многоточия означают опущенные громоздкие выражения с величинами  , 22,77j j  . 
 
Первая сумма в равенстве (20) вычисляется с учетом соотношений (18), (19), (21): 
 
                     
1 111 42 53
2 222 41 63
6
3 333 51 62
4 41 41 42 44 63 53
51 53 62 55 425 5
62 63 51 41 666 6
0 0 2 2 0
0 0 2 0 2
0 0 0 2 2
0
0
0
i
i
i
i
ii
i
i
B UP P P
B UP P P
B UP P P
A
B UP P P P P
P P P P PB U
P P P P PB U

    
    
    
    
     
    
    
           


,                           (22) 
 
где ненулевые элементы матрицы в (22) имеют вид 
 
11 1 1 4 4 5 5 22 2 2 4 4 6 62( ), 2( ),P AU AU AU P AU AU AU              
33 3 3 5 5 6 6 44 1 1 2 2 4 4 5 5 6 6
55 1 1 3 3 4 4 5 5 6 6 66 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
41 1 4 4 2 5 6 51 1 5 4 6 5 3 42 2 4 4 1 6 5
62 2 6 4 5 6 3 53 3 5 5
2( ), 2 ,
2 , 2 ,
, , ,
,
P AU AU AU P AU AU AU AU AU
P AU AU AU AU AU P AU AU AU AU AU
P AU AU AU P AU AU AU P AU AU AU
P AU AU AU P AU AU
       
         
        
     1 6 4 63 3 6 5 4 6 2, .AU P AU AU AU   
 
 
Соответствующая подпрограмма комплекса называется SAKO0.  
Для вычисления второй суммы в равенстве (20) находим из (18), (19), (21) 
 
           
6 6 6
T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 1 1
T
1 2 3 4 5 6 1,6
1,6
( , , , , , ) ( , , , , , )
( , , , , , ) , ( ) .
i i i i i i i ik k i i i i i i
i i k
ik i
k
A B B B B B B A U B B B B B B
B A U U U U U U A A
  


 
   
 
              (23) 
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Аналитическое громоздкое представление матрицы A  в соотношении (23) получено с исполь-
зованием системы MathCAD 8 и программно реализовано в виде подпрограмм SAKO1, SAKO2, 
SAKO3, SAKO4, SAKO5 и SAKO6 для вычисления шести строчек матрицы A . МатрицаB A
вычисляется подпрограммой SAK, с помощью которой находится также выражение из (15):  
                              
1
3 0 0 1 2 1 22 ( )t E U G U U U U UL
         . 
Подпрограмма E55 вычисляет массив размерности (6×77). Эта процедура связана 
с определением  величины
77
1
tj j
j
 в седьмом столбце матрицы .M  Если столбец массива с но-
мером j  является нулевым с точностью до малого  ε  ( t j   ), то полагается 0j  . Если 
столбец ненулевой, вычисляются коэффициенты 
1 1
j j j j
 
   n t t N T T  при   согласно тре-
тьему уравнению в (9). 
Подпрограмма DTE вычисляет массив размерности (1×77) для нахождения элемента 77M  
матрицы M согласно формуле 
23эj j . Величины 23э j находятся по соотношениям (3), (4), 
а сумма
23эj j вычисляется с использованием равенства (18). Элементы седьмой строчки 
матрицы M  согласно выражению 
1 1
3 3 0 1 3 2 0 2 3э 2(( ) (L L L L L L
         G U  2 3)L  E U
1
0 1 3 1 2 2( ) )L L L
    U U  из выражения (16) вычисляются головной программой DFTAUP. 
Первое слагаемое в (16) находится после определения потенциала напряжений 0 23э э э с    
подпрограммой ANERGI, которая сначала вычисляет зависящую от упругой анизотропии вели-
чину с  при G E . Правые части уравнений (15), (16) определяются входными данными в про-
грамме DFTAUP. Эти соотношения более громоздкие, чем вышеизложенные, и программная реа-
лизация их вычислений требует отдельного рассмотрения. 
Решение системы 71,7 1,7( ) ( ) ( ( 1,6), )i i i ii iM x d x U i x       находим по методу Краме-
ра. Считаем,  что  определитель  системы 0  .  Элементы  седьмого  столбца  матрицы си-
стемы представляются в виде 
77
7
1
i ij j
j
M F k

 . Скаляр  
1
n t tj j

  входит в выражения для ijF . 
Обозначим 7iD  – алгебраические дополнения элементов седьмого столбца,  
7
7 7
1
i i
i
D d

  , 
7
7
1
.j i ij
i
C D F

 Получаем  
7 7 77 77 7 77
7 7 7 7
1 1 1 1 1 1
( ) ,i i i ij j j i ij j j
i i j j i j
D M D F k k D F k C
     
           17     . 
Если 7 0  , то  0  . Пусть 7 0  , тогда 
77 77
1 1 1
7 7
1 1
( ) ( )j j j j
j j
k C k C  
 
      . 
Полагаем 
1
7sign( )j jk C
  . Значение   получается положительным и минимальным по всем 
наборам jk  как и требуется в (9), а величина определителя системы будет максимальной по 
абсолютной величине, что гарантирует выполнение условия 0  . 
После определения величины  система уравнений сводится к системе линейных урав-
нений шестого порядка в программе DFTAUP и остальные неизвестные находятся также по 
методу Крамера подпрограммой  SUB6. Формирование и решение системы уравнений (17), ко-
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торая применяется только для нахождения скаляра
0K , осуществляются аналогичным образом  
подпрограммой DFTAU с использованием подпрограмм SAKA, SAK  и  SUB6. 
С целью проверки численного решения системы (15), (16) используются подпрограммы 
KOSI для вычисления тензора T  по (5)–(8) и SAKON. Последняя подпрограмма выполняет об-
ращение закона, т. е. вычисляет тензор V  с использованием градиентного метода и подпро-
грамм KOSI, SAKO0, SAKO1, SAKO2, SAKO3, SAKO4, SAKO5 и SAKO6. Подпрограммы 
KOSI и SAKON можно применять и для вычисления тензоров t  и U . Процесс численного мо-
делирования производится в квазистатическом режиме, т. е. малыми шагами  по времени. По-
сле вычисления U  из (15) и (16) определяется новое значение .U  Из определяющего уравне-
ния для t  определяется новое значение t . Затем подпрограммой SAKON вычисляется другое 
новое значение U.  Проверка показала, что разность вычисленных значений U  имеет допусти-
мую погрешность. Отметим, что новое значение собственно ортогонального тензора поворо-
та O , сопровождающего упругую деформацию, определяется дифференциальным уравнением 
O Ω O   , которое решается методом рядов и реализуется подпрограммой ORT. Решения 
системы (15), (16) разработанным комплексом программ для одноосных и двухосных нагруже-
ний совпадают с решениями, полученными экспериментальным комплексом программ [12]. 
Заключение. Рассмотрены определяющие уравнения в конечном виде (1)–(8) и в диффе-
ренциальном виде при течении (9)–(11). Из них получены системы одного тензорного и одного 
скалярного уравнений (13)–(17) при известных скоростях перемещений. Система уравнений 
(15), (16) сведена к системе семи скалярных линейных уравнений с матрицей M относительно 
неизвестных шести компонент скорости левой меры упругих искажений и величины скорости 
роста упругой анизотропии. Представлены процедуры программной реализации формирования 
матрицы M  с использованием соотношений (1)–(9)  и решения системы уравнений на основе 
разработанных основных 16 программных модулей. Использованы также соотношения (18)–(23) 
и др. Изложена процедура минимизации скорости роста упругой анизотропии, и пояснена про-
цедура решения системы при неположительной удельной мощности деформации. Как уже от-
мечено во введении, оптимизация величины   по всем возможным наборам jk  в (9) обеспечи-
вает приемлемую устойчивость материала. Выполнена возможная проверка вычисления 
скорости левой меры упругих искажений. Полученные выше соотношения с использованием 
средств символьных вычислений обеспечивают достоверное определение величины   в рам-
ках принятых модельных предположений. 
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